CAPITULO 4

Dinamica reticular

41 Introduccién

Se ha establecido en el primer capitulo que los atomos de un sélido cristalino estan
distribuidos de manera regular en el espacio. Este hecho lleva implicita la existencia de algun
tipo de fuerza entre atomos que los mantenga asi agrupados (fuerzas de enlace). Pero también
hace que surja otra pregunta, ;permanecen los atomos inmodviles en sus posiciones
reticulares? La respuesta es que no, que los atomos, a cualquier temperatura, incluido el cero
absoluto, realizan constantes desplazamientos alrededor de la posicion de equilibrio en la red.

Este capitulo estudia estos movimientos atoémicos, o vibraciones reticulares
caracteristicas del cristal, porque sin su consideracion no es posible explicar propiedades
térmicas, como la capacidad calorifica y la dilatacién; o propiedades de transporte, como la
transmision del sonido en el cristal y la conductividad calorifica de dieléctricos y
semiconductores; ni tampoco la piroelectricidad; o la existencia de determinadas transiciones
de fase, como la ferroeléctrica; las propiedades elasticas; etc.

Pero ;,como abordar el problema? Parece logico suponer que estos movimientos de los
atomos se rigen por las fuerzas que experimentan cuando se desplazan de su posicion de
equilibrio en el cristal. Naturalmente, un estudio completo requiere la utilizacion de la mecanica
cuantica y el conocimiento de las funciones de onda y de las energias de los iones y electrones
del cristal, una tarea compleja que se desarrollara parcialmente en la tercera seccion de este
capitulo.

Sin embargo, resulta posible deducir muchos aspectos importantes de las vibraciones
atomicas mediante procedimientos clasicos mas sencillos, dentro del marco de lo que se
conoce como la aproximacion adiabatica, que permite separar el movimiento de los electrones
mas externos de los atomos del de los correspondientes iones (nucleo y electrones internos). A
este estudio clasico se dedican las dos primeras secciones del presente capitulo.

Al asumir que los atomos del cristal estdn enlazados entre si, resulta razonable
considerar que la vibracion de un atomo se pueda transmitir al siguiente, en un proceso que se
asemeje al de la propagacion de ondas sonoras en una cuerda. Y algo parecido sucede

porque, aungque en algunos casos especiales —como en los modos de impurezas-- la amplitud



de la vibracion puede estar limitada a unos pocos atomos, en general, las excitaciones
reticulares de los sélidos son modos colectivos en los que todos los atomos toman parte.
Este ultimo hecho, junto con la suposicion de que los desplazamientos de los atomos

son pequenos, lleva a plantear la existencia de una funcién energia total que dependa del

conjunto de posiciones atomicas ir {, y cuyo desarrollo, en potencias de los pequefios
n

desplazamientos atémicos alrededor de la configuracién de equilibrio, proporcione la energia
del solido térmicamente excitado.

Existen otras aproximaciones mas elementales, pero también interesantes, para el
estudio del sistema de atomos en vibracion. Asi, en el contexto de la teoria del continuo y en el
caso limite en el que la energia de las vibraciones sea muy pequefia, se puede suponer
irrelevante la estructura atémica del solido, lo que equivale a considerar que la propagacion de
la excitacién (ondas sonoras u ondas de deformacion) esta regida por las propiedades elasticas
macroscopicas del cristal.

Recogiendo esta ultima idea, se iniciara el estudio de la dinamica reticular repasando
las condiciones de propagacién de una onda en un soélido continuo (aproximacion
macroscoépica) para, en un paso posterior, analizar, en el contexto atdmico, la propagacion de
una onda en los sistemas periddicos discretos.

Ya se han indicado dos suposiciones basicas que se establecen en el tratamiento
clasico de las vibraciones en sistemas periddicos discretos: que cada atomo oscila alrededor de
su posicién de equilibrio en el cristal y que lo hace con una amplitud pequeia. Una
consecuencia de este ultimo hecho es la posibilidad de trabajar en la region lineal (o region de
deformacion elastica) en donde se verifica la ley de Hooke (deformacién proporcional a la
tensioén) siendo el movimiento atémico armoénico. De esta manera, la energia potencial del
sistema de atomos interaccionantes depende del cuadrado de los desplazamientos atémicos, y
la fuerza, en la ecuacién de Newton, depende linealmente de ellos. Una nueva suposicion
simplificadora es que se mantiene el principio de superposicion, es decir, que cualquier
movimiento adicional producido por una perturbacion externa se superpone al movimiento de la
red de atomos.

Bajo estas condiciones, se vera que la solucion clasica al problema de las vibraciones
reticulares, para pequefas oscilaciones atomicas, se puede describir en términos de modos
normales de vibracion (entendiendo como modo un movimiento correlacionado de los dtomos,
con vector de onda y frecuencia caracteristicos), sin interaccion entre ellos.

Los aspectos esenciales de las vibraciones reticulares se revelan con mayor claridad en

los modelos unidimensionales, al evitar la complejidad de la notacion del caso general



tridimensional. De manera que el estudio detallado de las vibraciones atémicas se realizara en
dos estructuras discretas, periddicas y unidimensionales muy representativas: una cadena
lineal de atomos idénticos, y una cadena lineal biatdmica. Se desarrollara asi el concepto de
relacién de dispersion, que servira de herramienta simplificadora en la posterior descripcion de
la dinamica de las vibraciones atomicas del cristal tridimensional

En cuanto al tratamiento mecanocuantico, éste se hace a partir de la teoria clasica.
Cada modo normal se corresponde entonces con un oscilador armonico cuantico, con valores
discretos de energia. La introduccién de un cuanto de energia vibracional o fonén facilita
notablemente la interpretacion de los aspectos “tipo particula” de las vibraciones reticulares, lo
que simplifica el estudio (en el capitulo quinto) de las propiedades térmicas de los sdlidos no
conductores.

A modo de resumen global, se podria decir que en este capitulo se mostrara que, en
una primera aproximacion, las vibraciones de la red de atomos (acoplados por las fuerzas de
recuperacion en el cristal) son equivalentes a una red de osciladores armonicos cuanticos

independientes, con valores discretos de energia.

VIBRACIONES ELASTICAS EN MEDIOS CONTINUOS

Aunque compuestos de atomos, en ciertas circunstancias los sélidos se comportan
de manera parecida a un medio continuo. Asi ocurre cuando se analizan las vibraciones
reticulares de longitud de onda elevada. Esta es la razén de que en esta seccidn se repasen
brevemente las caracteristicas de propagacion de las ondas sonoras en un medio que se
supone continuo, elastico, homogéneo, isétropo y lineal.

La utilizacion de conceptos macroscépicos, para la propagacion de las ondas en el
cristal, es valida siempre que la longitud de onda que describe la propagacion sea grande
en comparacion con el espaciado atdmico (pero no tanto como para que no se verifique la
ley de Hooke) y que el rango de frecuencias en el que la velocidad de propagacion es
constante sea amplio. Bajo estas condiciones, la propagacion de estas ondas esta
gobernada por las propiedades elasticas del material.

Se vera que en el caso mas sencillo de un medio caracterizado por una Unica
constante elastica, las ondas que se propagan son longitudinales. Pero en cualquier cristal
real tridimensional existen --como minimo-- dos constantes elasticas, y habra ondas
longitudinales y transversales. Asi, para un cristal de simetria elevada, y para una
frecuencia y una direccion de propagacion dada, se transmitiran tres ondas sonoras que
difieren en la direccién de polarizacion y en la velocidad.
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Un ejemplo de fendmeno fisico atribuible a las vibraciones de red de longitud de
onda larga es la fuerte absorcion de la radiacion electromagnética que muestran los

cristales ionicos, en el rango del infrarrojo (~10' Hz).

4.2 Vibraciones longitudinales en varillas

Se considera una varilla infinita de densidad p, y un elemento de la misma, de longitud
AX y éarea transversal S = Ay. Az (figura 1). Un esfuerzo produce una deformacion eléstica y
cada uno de los elementos de la varilla se mueve en la direccion de su longitud. Esto equivale a
una onda longitudinal propagandose a lo largo del eje de la varilla o eje x. En efecto, si la
tension correspondiente es o, sobre el elemento Ax actian las fuerzas: por la izquierda S.o(x)

y por la derecha S.o(x+ Ax),

X X + AX
|~
/‘
SO(X) Z—PSGOH—AX)
o
m=p-8-dx

Figura 1. Seccion de una varilla en la que se propagan ondas elasticas

La fuerza total, F, ejercida sobre el elemento Ax ocasionara un desplazamiento del
mismo. Si se denota por u(x,t) al desplazamiento del centro de masas del elemento, la ley de

Newton permite escribir la siguiente relacion:

2
F=S.0(x+ AX)—S.0(x)=m.a=p.S. AX.Z—E (1)
t
6 d*u _ o(x+Ax)—06(x)
ot? AX
Desarrollando en serie de Taylor alrededor del punto x, para Ax — 0, se tiene
o*u  do(x
p&u _85() )
ot Ox

En la regidn elastica, de acuerdo con la ley de Hooke, se debe cumplir que o = pe, donde p se
. . , ou .
puede considerar como el médulo de Young del material, y € = & es la deformacion que sufre

cada elemento de la varilla.

De la sustitucién de £ en o, y su posterior derivacion, se tiene



Go_ o
ox ox?
que junto con (2) proporciona la ecuacion de movimiento para el desplazamiento,
ou_pdu @)
ox* ot
Esta es la ecuacion para la amplitud de una onda elastica en un medio lineal homogéneo. Las
soluciones de esta ecuacion se pueden escribir en forma de onda progresiva longitudinal de
longitud de onda A , como
u(x,t) = A.expli(2mx/A - o t)] = A.expli(kx- o t)] 5)
con 21/ A =k = numero de onda.
Si se substituye esta solucion en la ecuacion de onda (4), se encuentra que o y k deben

satisfacer la relacion

o=k & (6)

gque se conoce como relacion de dispersion y que, en este caso, indica que la frecuencia de las

vibraciones depende linealmente del numero de onda.

Velocidad de fase y velocidad de grupo
Se puede determinar la velocidad de fase, v;, de la onda elastica que se propaga. La
ecuacion de movimiento del punto de fase cero es
kx- ot =0

de donde, X = 9t = Vit

Es decir, en este caso, la velocidad de fase es constante, puesto que haciendo uso de (6) se

puede escribir vi=o/k= % (7)
siendo p y p constantes para cada material. La velocidad de fase tiene valores del orden de 10°
m /s.

Noétese que no existe limite ni para o ni para k, por lo que, en principio, se pueden
propagar ondas con cualquier valorde ky .
Existe otra velocidad asociada a las ondas, la velocidad del paquete compuesto por un grupo

de ondas planas con una pequena distribuciéon de frecuencias, dw, alrededor de un cierto valor
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medio o, pero con la misma amplitud maxima, y cuyo resultado es una onda con valores o y k
multiplicados por una envolvente sinusoidal de longitud de onda mas larga, 2m/dk. Es la
denominada velocidad de grupo, v, definida por dw /dk, y que representa la velocidad con la
que la onda transmite energia.

Para la onda elastica en estudio, la velocidad de grupo y de fase coinciden puesto que

do
v=doo Ko ®)
dk \p

4.3 Ondas elasticas en sélidos

Se considera al solido como un continuo elastico de densidad p, y un elemento de
volumen del mismo, Ax Ay Az, en forma de paralelepipedo con aristas paralelas a los ejes de
coordenadas, X, y, z. Al desplazarse la onda elastica por el material, cada cara del elemento de

volumen se desplaza bajo la accion de una tension oj.

| 013 (z + Az)
| —
. -
C12 I i
11 (X) —— | — 1 -J——>611(X+Ax)
= +-—S—
’8 *
. ———
013 (2)

Figura 2. Tensiones que actuan sobre un elemento de volumen cuando se propaga una onda elastica en la

direccion x.

Sobre la cara x actua la tension a44(x), (ver figura 2); sobre la x+ Ax, la o41(x+ AXx). La
fuerza resultante sera,
0ol11
F = Ay Az [041(x+ AX) — G11(X)] = Ay Az E AX 9)
Se tendra una expresién analoga para las fuerzas o, y 043 que actian también en la direccion

x, de manera que la fuerza resultante en esta direccion sera

Ocll  Ocl12 N 0c13

AF(x) = +
Ox oy oz

AX Ay Az



Y siguiendo el razonamiento del apartado 4.2, llamando u, v, w, a las componentes del vector

desplazamiento del centro de masas del elemento, se puede escribir la ecuacion de

movimiento para el desplazamiento del elemento de volumen, en la direccion x, como
2

O’u _ 0oy, N 0G|, N 0G5

o?  ox oy 0z

Se obtienen ecuaciones analogas para los desplazamientos v, w.

p (10)

Haciendo el cambio de variables, u = uy, v = Uy, W = U3, estas ecuaciones de movimiento

se pueden expresar de manera mas compacta por

20 00
aatgl =35 j=1,2,3 (11)

7 0X;

p

siendo oj las componentes del tensor de tensiones.

Pero, de la teoria de la elasticidad se sabe que, o, = Zcija i
j

con (i, j=1, 2, ...,6) y siendo ¢; = ¢;;, por lo que existen 21 constantes de elasticidad’.
Este numero se reduce a solo tres valores diferentes (c44, C12, C44) cuando se trata de un
cristal de simetria elevada, como es un cristal del sistema cubico. En este caso, las ecuaciones

de movimiento para las ondas elasticas se expresan,

paz—u—c @+c @+82_u +(cip+cyy) o + Ow (12.a)
o2 oax® Moyt azr) V7 loxoy  oxoz '
y por permutacion ciclica
o*v o*v ov o*v o*u o*w
=C +ic + +(c, +¢C 12.b
p o2 o & “| 2t (c1p+cqq) oxdy | oyor (12.b)
pazw—c 82W+c —62W+—62W +(c1p +Ca4) G + Gkl (12.c)
o2 a2 Mlax® oy ) 7 Mloxaz  ayoz '

Y para la situacién particular de una onda plana propagandose en una direccion de alta
simetria, como es la direccion [100] en un cristal cubico, una solucion para la ecuacion (12.a) es
en forma de onda longitudinal pura

u = A.expli(kex- ot)] (13)

! Se ha utilizado la notacion abreviada de Voigt. Véase, por ejemplo, J. F. Nye. Physical properties of crystals. O.U.P.

(1985).
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siendo k, la componente del vector k a lo largo del eje x. Pero, en este caso, tanto el vector de

onda como el desplazamiento son paralelos al eje x, de manera que al sustituir (13) en (12.a)

se obtiene vi=wo/k= /ﬂ (14)
p

Igualmente se podria haber buscado como solucion una onda transversal, tipo
v = B.exp[i(kx- wt)] (15)
con el desplazamiento segun el eje y.
Substituyendo (15) en (12.b) se obtiene
vi= ok= [$4 (16)
p

Una tercera posibilidad es considerar otra onda transversal con el desplazamiento

segun el eje z

w = C expli(kx - ot)] (17)
gue proporciona, tras sustituir su valor en (12.c),

vi= ok= |24 (18)

p

De modo que para un vector de onda dado, k, --en este caso con direccion paralela a [100]
direccién de alta simetria en el sistema cubico--, se tiene como solucion tres ondas elasticas,
que en esta situacion particular son: una longitudinal y dos transversales, estas dos ultimas con
la misma velocidad.

En el caso general en que k tenga direccion arbitraria, para cada k existen tres
soluciones que no representan, necesariamente, vibraciones longitudinales y transversales
puras sino que cada una puede estar asociada a una combinacion de desplazamientos tipo
longitudinal y transversal. Es decir, se obtienen tres ondas polarizadas que se propagan con
tres velocidades distintas que no dependen de la frecuencia.

Como se ve de (14), (16) y (18), cuanto menor es la densidad y mayor la rigidez del
cristal mayor sera la velocidad de propagacion de las ondas.

El valor de la velocidad de fase varia segun el material, asi, es de unos 9x10°m /s para
el silicio y algo menor para metales (2x10> m /s para el sodio).

En el caso mas general, en el que la velocidad de fase de la onda depende de la
frecuencia de propagacion o, se dice que existe dispersion. En esta situacion la velocidad de
grupo y de fase no son iguales. (Esta situacién es similar a la de un haz de luz que atraviesa un

medio en el que el indice de refraccion depende de la frecuencia). En un préximo apartado se
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observara que aparece dispersion, en ondas elasticas que se propagan en el sélido cristalino,
cuando la longitud de onda de la vibracion es comparable a la distancia interatémica del

material.

VIBRACIONES ATOMICAS. LA TEORIA CLASICA

Las vibraciones atémicas de un sdlido cristalino se describen de forma mas
adecuada si se tiene en cuenta la naturaleza discreta del mismo, especialmente si lo que se
analiza son vibraciones con longitud de onda no muy grande (no mucho mayor que el
espaciado interatdmico). En esta seccion y dentro del marco de la teoria clasica, se
realizara el analisis de las vibraciones de la red de atomos en términos de constantes de
fuerza atémica.

Primero se establecera la forma general de la energia de las vibraciones reticulares del
cristal monoatémico tridimensional en la aproximacion armonica. Posteriormente se procedera
a la determinacién de la energia potencial, de las ecuaciones de movimiento clasicas de los
atomos y de la expresién general para el desplazamiento de un atomo cualquiera en un modelo
unidimensional, en el que la interaccion tiene lugar entre pares de iones, particularizando
después los resultados al caso en que la interaccion se deba, exclusivamente, a los vecinos
mas proximos. Se vera que los resultados obtenidos son aplicables tanto para altas como
para bajas frecuencias de vibracidon, y se mostrara el profundo efecto que sobre las
vibraciones de longitud de onda comparable a la distancia interatomica tiene la periodicidad
del cristal.

Pese a la sencillez de los modelos unidimensionales, se encontraran conceptos

importantes de aplicacion directa a la situacidon general de un cristal tridimensional poliatomico.

4.4 Energia vibracional del cristal. Aproximacion adiabatica. Aproximacién arménica

El estudio microscopico de las vibraciones reticulares requiere la descripcion del
movimiento de los atomos alrededor de su posicién de equilibrio en la red, considerando todas
las fuerzas locales entre atomos. El problema seria casi irresoluble si no fuese por las distintas
aproximaciones que se realizan, y por el hecho de que la red cristalina tiene invariancia de
traslacion, lo que permite limitar el problema a una celda unidad, reduciendo de esta manera un
numero casi infinito de ecuaciones de movimiento a un nimero manejable de ellas.

Una gran simplificacion surge de la siguiente consideraciéon. Se sabe que los nucleos de
los atomos son la parte mas masiva de éstos, de manera que se puede suponer que el
movimiento de los electrones mas externos del atomo se puede separar del de su
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correspondiente nucleo y que, dada su mayor masa, el movimiento de los nucleos sera muy
lento en comparacién con el de los electrones,. Tan lento es este movimiento que se puede
asumir que los electrones se comportan en cada momento como si los nucleos permaneciesen
estacionarios en sus posiciones instantaneas y que, si tiene lugar cualquier movimiento entre
nucleos, la distribucion electrénica se ajustara instantdneamente de manera que los electrones
siempre mantendran la configuracion de equilibrio. A la hora de expresar la energia total de los
iones del solido, esta aproximacion --que se conoce como aproximacion adiabatica o de Born-
Oppenheimer*- permite considerar a la energia electrénica --calculada suponiendo los nucleos
fijos en su posicion instantanea-- como un término adicional a la energia potencial entre
nucleos, energia que depende unicamente de las posiciones de equilibrio de éstos, incluso

cuando se permite el movimiento de los nucleos.

Figura 3. Notacion de los atomos en equilibrio en los nudos de la red de Bravais y de los desplazamientos
asociados.

Porque los nucleos no permanecen estaticos en la correspondiente posicion de la red
de Bravais. Si se considera que oscilan alrededor de esta posicidon, que se convierte asi en la
posicién media o de equilibrio, entonces, lo que describe la red de Bravais es la configuracién
promedio de los nucleos, en lugar de la instantanea. De esta manera, las oscilaciones de cada
ibn (nucleo y electrones internos) se realizaran siempre con respecto a una posicién
determinada, ry,, de la red de Bravais (figura 3).

La energia total del cristal monoatémico con N atomos se puede expresar por

N p2
Et zézn,r;n +Uii (rlﬂ"'arN)+Ee (rl,...,rN)

con m,lamasa, y p, =m,, el momento, del nicleo n-ésimo.

El primer término de la derecha de esta expresidn representa la energia cinética de

los nucleos, el segundo la correspondiente energia potencial de interaccion entre iones, y el

En realidad, estas aproximaciones son ligeramente diferentes, pero no siempre se las distingue, y tampoco se hace en este

texto. En el capitulo séptimo, cuando se trate el sistema de electrones, se volvera a discutir esta aproximacion.
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tercero la contribucion de los electrones externos a la energia del sistema, cuando se
permite el movimiento de los nucleos. Los dos ultimos términos se pueden englobar en un
unico término de energia potencial V(r4, ..., ry) en el que se mueven los iones®.

Si se supone que el movimiento del atomo n-ésimo viene descrito mediante el
desplazamiento u,, que es una medida de su desviacion con respecto a la posicién de
equilibrio, ry,, y, ademas, se considera que los desplazamientos de los iones de su
correspondiente posicion de equilibrio son pequefios frente al espaciado atémico, se puede
expresar la energia potencial mediante un desarrollo de Taylor alrededor de la posicién de
equilibrio. La energia instantanea del sistema de atomos en vibracion se escribe entonces

R R (TS Pl ENES S 000 P EMUE

n,o rnot no pp

+...+LZZ8n—vuw...upB +... (19)

donde r, =r,, +u_,y la componente o del desplazamiento del ion n-ésimo se ha denotado

por u__, con a,  representando a una de las tres componentes (X, y, z).

na ’
El primer término de este desarrollo, que representa la energia potencial en la

configuracién de equilibrio de los atomos, es constante (: VO) y, aunque muy importante para

el estudio de la energia del enlace atomico, no afecta a los problemas dinamicos por lo que,

aqui se puede prescindir de él. Los términos lineales en el desplazamiento se anulan, puesto

que V.V=0,enr =r, , al serV en ese punto un minimo de potencial. [Nétese que F = — dV/er,

y que la fuerza que actia sobre un atomo en equilibrio es nula]. Si ademas se asume que las
Unicas fuerzas significativas son las que dependen linealmente de los desplazamientos (es
decir, que se esta en la region elastica donde las fuerzas siguen la ley de Hooke), el anterior
desarrollo de Taylor de la energia se puede limitar a los términos cuadraticos, situacion que se
conoce como aproximacion armonica, pudiéndose escribir el potencial armoénico como
V({r, +u,})= ZZK Uy g (20)
no pp

con

En este capitulo se utilizara indistintamente i6n y atomo, pero siempre significando al nucleo atdomico junto con los

electrones mas proximos a ¢l (los electrones internos).
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2
K:pﬁ = 86—;/ (21)
Lo rpﬁ

denotando a las componentes de |la matriz de las constantes de fuerza (o matriz de rigidez).

Estas aproximaciones, que son generales e independientes de la forma especifica que
tenga la energia potencial, permiten encontrar muchos rasgos fisicos caracteristicos del
sistema de atomos en vibracion, con un calculo* mas simplificado.

En consecuencia, recuperando el término Vo, la energia total asociada a las vibraciones
de los atomos del cristal monoatémico se puede expresar, en la aproximacion armonica,

E =V, +12m u, +lZZK“Bu u (22)

t 0 2na n Y na 2mpB np YooV pp

Nétese que el término de energia cinética es sencillo, es una suma de términos referidos a una
Unica coordenada, sin embargo, el término de energia potencial contiene productos de
coordenadas diferentes. No obstante, el hecho de que la dependencia de este término sea
cuadratica con los desplazamientos permite su reducciéon —mediante un cambio de variables-- a
una forma mas sencilla que elimina los productos cruzados sin alterar la forma que tiene el
término de energia cinética (mas adelante se volvera sobre este aspecto del problema).

La aproximacion armonica es el punto de partida habitual en el estudio de la dinamica
reticular. Proporciona un modelo matematico con soluciones exactas, aunque esta no es su
unica ventaja. Como ya se ha dicho, explica muchas caracteristicas de la dinamica reticular de
manera mas sencilla, y los términos anarmodnicos [los términos de orden superior al segundo en
el desarrollo (19)] se pueden tratar --cuando se precisa de su consideracion, como en el estudio
de la conductividad térmica-- como perturbaciones al término armonico dominante. (Este

aspecto de la teoria se abordara en el capitulo quinto).

A. VIBRACIONES EN UN CRISTAL UNIDIMENSIONAL

4.5 Potencial arménico con interaccion entre pares
La funcién de energia potencial V(ry, ..., ry) del apartado 4.4 es general, e incluye la
interaccion de todos los atomos del cristal. Ahora, como nueva hipétesis simplificadora, se

asume que las fuerzas conservativas existentes entre iones se deben a un potencial de

* No hay duda de que cada aproximacion limita las posibilidades del modelo, pero el esfuerzo inicial es considerablemente
menor. No obstante, estos modelos sencillos que se estudian aqui se pueden generalizar con relativa facilidad y aplicar a los
materiales reales.
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naturaleza tal que, con independencia de su origen fisico (idnico, van del Waals, etc.), se puede
representar como suma de interacciones independientes entre pares de iones (interaccion a

dos cuerpos). Para la situaciéon unidimensional monoatémica, el potencial se expresa
1
V({rl}) = EZV(rn —rp)
np

(El factor "2 evita duplicaciones al realizar la suma sobre pares de iones.)

Teniendo en cuenta que los desplazamientos son pequefios, se puede tomar como
coordenada de posicion u,, en lugar de r,, de manera que la energia armonica de interaccién
de la red de iones, que ahora se considera como suma de interacciones entre pares de iones vy,
ademas, dependiente unicamente de la distancia relativa entre ellos, se puede expresar
mediante un desarrollo de Taylor en términos de los pequefios desplazamientos, u,, alrededor
de la separacion de equilibrio, (ron - rop).

Para un par, el desarrollo de Taylor se expresa

1, 82V(ro L) 1, azv(ro —I,) 82v(r0 —1y,)
Vi, -1t)=V(, -1, )+—u. —————F -+ —— P4y y ————F=
@, p) (T, Op) 2" or? 24 or’ e arnﬁrp

n p

(23)

De nuevo, el primer término de este desarrollo es constante y no afecta a los problemas
dinamicos, se ha prescindido de los términos lineales por ser nulos y, en la aproximacion
armonica, solo el término cuadratico es de interés.
Denotando por
_ 82V(rOn_rop)
w or,or,

o’V (r,, —
: K= PVl ) (24)
g;&n arn 0

sumando (23) para todos los n'y p (después de haber prescindido del primer término por ser
constante), se puede escribir la energia potencial del sistema de iones del cristal arménico

unidimensional, en términos de las constantes de fuerza K,
1
Uarm = EZZKnpunup (25)
n p

La sumatoria sobre n, p, en muchas ocasiones se efectia unicamente sobre pares de vecinos
mas préximos --porque la amplitud de la interaccién suele disminuir con la distancia-- aunque
esto no siempre es asi y con relativa frecuencia se incluyen interacciones entre segundos,

terceros, s-ésimos vecinos.

Si la interaccion es isotropa, es decir, si depende Unicamente del modulo

r, —rp‘, el

calculo de esta energia resulta aun mas simplificado.
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Propiedades de las constantes de fuerza
La isotropia y la periodicidad del cristal monoatéomico (la simetria de traslacion de la
red), imponen ciertas limitaciones a las constantes de fuerza, que se reflejan en las
propiedades que siguen. Por un lado, de su propia definicion, se tiene que son simétricas,
Kinp = Kpn (26.a)
Y dependen exclusivamente de la distancia entre los atomos n y p, puesto que se ha asumido
gue la energia del cristal depende Unicamente de las posiciones relativas del par de atomos.

Ademas, la simetria de traslacién de la red requiere que

K=K sl 1, =1, =15, —1 (26.b)
Por otra parte, verifican la regla de la suma
ZKHP =0, para cualquier n (26.c)
p

consecuencia de que la energia del cristal no se altera si todos los atomos se desplazan

simultaneamente en un vector de red.

4.6 Ecuacion de movimiento para un atomo. Modos normales
De la ecuacion (25), la fuerza sobre el i6n n-ésimo se expresa,
ou
g = _T = —Zp: K, u, (27)
donde las derivadas de segundo orden de la energia potencial de la red, evaluadas en la
configuracién de equilibrio, que definen las constantes de acoplamiento o constantes de fuerza
[ecuaciones (24)], representan los coeficientes de proporcionalidad entre las fuerzas que
actuan sobre los iones y los desplazamientos que experimentan.
La expresion (27) de la fuerza, junto con la ley de Newton, conduce a la siguiente

ecuacion clasica de movimiento del atomo n-ésimo

m

2
ddtu; = —Zp:Knpup , conp=1,2, ... (28)
Se puede escribir una ecuacién como la anterior para cada atomo del cristal unidimensional. De
modo que en el espacio real se tendria un nimero semi-infinito de ecuaciones de movimiento
muy similares, con la correspondiente solucion para el desplazamiento individual.

Pero el conjunto (28) de ecuaciones diferenciales acopladas se puede resolver en
términos de modos de vibracion independientes —en el que cada atomo vibra con la misma

frecuencia pero distinta amplitud—si se utiliza la combinacién lineal adecuada de
14



desplazamientos atémicos individuales. Es decir, en términos de coordenadas normales,
empleando soluciones periddicas en el tiempo, de la forma
u =A™ (29)
con A, la amplitud del desplazamiento (que se supone independiente del tiempo) y ® la
frecuencia angular de vibracion.
Pero la simetria de traslacién del cristal --que se refleja también en las propiedades de
las Kn, en el espacio real [por ejemplo, en la ecuacion (26.b)]-- permite tomar, como solucion
tipo (29) para el desplazamiento atdmico, una onda progresiva periddica en el espacio y el

tiempo, de la forma

u (k) =A,(k)e'*™ " (30)
Esta expresion refleja la idea de que la solucion para la celda n-ésima del cristal solo difiere de
la solucién para la celda origen en un factor de fase ligado al vector de la red de Bravais

correspondiente (en este caso,», =na, con a el tamafio de la celda primitiva). Es decir, que el

7 0n
problema se puede resolver considerando Unicamente una celda unidad, porque el movimiento
de los atomos de las demas celdas esta univocamente determinado.

La sustitucion de (30) en la ecuacion general del movimiento (28) conduce a la relacion

auxiliar,
—mo’A, =-Y AK, e (31)
P

que también se puede expresar como

mao’ (k) = D(k) (32.a)
donde se ha hecho

D(k) =D K, e (32.b)

p

D(k) es la transformada de Fourier de los elementos K, de la matriz de la constante de fuerzas
y, debido a la simetria (26.b), no depende del valor especifico de n.

La relacién (31), o la (32.a), que establece la dependencia de la frecuencia de vibracion
del modo, @, con el niumero de onda k, se denomina la relacién de dispersion.

Asi que, el asumir una solucién del tipo (30) para el desplazamiento, la ecuacién de
movimiento (28) se ha transformado al espacio reciproco y se ha eliminado la variable n
asociada a la posicién de los atomos. De esta manera se obtiene una Unica ecuacién para la
amplitud de una onda, de numero de onda k, que describe el movimiento colectivo de los

atomos.
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La onda expresada por (30), caracterizada por un vector (nimero) de onda k en el
espacio reciproco, se denomina onda reticular. (Mas adelante se vera que existen tantos
valores de k como numero de atomos N, en movimiento, del cristal).

Las soluciones tipo (30) proporcionan los modos normales de vibracion, en los que
todos y cada uno de los atomos vibra con la misma frecuencia  pero con distinta amplitud.

Con este procedimiento, los movimientos individuales de cada &atomo se han
transformado en un conjunto de ondas reticulares que se propagan a través del cristal. Y el

problema de N cuerpos se ha transformado en N problemas de un cuerpo.

4.7 El modelo de la cadena lineal

Se procedera ahora a calcular las vibraciones de un cristal monoatdomico
unidimensional, constituido por un numero semi-infinito de atomos idénticos espaciados
periddicamente, con constante de red a, y suponiendo que las interacciones dominantes
entre atomos son las que suceden entre pares de vecinos mas proximos. Se vera que el
cristal se puede asemejar a una cadena unidimensional semi-infinita de atomos de masa m,
ligados entre si mediante fuerzas lineales restauradoras, representadas por muelles de
constante recuperadora £ en la figura 4.

a
B cadena en
equilibrio

n-1 n n+1

@
‘J¢ J ¢ ‘J d) cadena vibrando
he— bt r—
(b)

Un—1 Un Unp+ 1

Figura 4. Esquema de una cadena lineal monoatémica unidimensional. (a) en equilibrio; (b) vibrando, con los
atomos desplazados.

En estado de equilibrio existird un espaciado a entre los atomos del cristal (igual al
tamario de la celda unidad). Pero cuando los atomos son excitados realizardn movimientos

periddicos alrededor de su posicion de equilibrio, 7, , que, por comodidad, se tomara en los

nudos de la red. Entonces, se denota por r, la posicion del atomo n-ésimo, atomo que esta
desplazado en u, de su posicion de equilibrio, es decir, r, =r, +u,, con r,, = na.

Ahora, en el instante t = 0, uno de los atomos se desvia de su posicion de equilibrio
en una distancia u,. La excitaciébn se propagara por la cadena en forma de onda de
compresion (so6lo se consideran ondas longitudinales) y todos los demas atomos se

desplazaran de su posicién de equilibrio.
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Al suponer la interaccién entre vecinos mas proximos como la unica relevante, en la
sumatoria de la ecuacion (27) sélo se precisan las constantes de fuerza, K» , Knn+t , Knnet. De
(26.c) se sabe que se debe verificar Ky, + K1 + King = 0, por lo que se puede tomar, por
comodidad de calculo, los siguientes valores, Ky = Knnr = =, Y Knn = 2.

De manera que la fuerza neta que actia sobre el atomo n-ésimo se puede expresar, de

acuerdo con (27),

F =g, +u,,—2u )= ﬂ(um—l —u, ) - ﬂ(un —U, ) (33)

De esta expresion se puede observar que la fuerza entre atomos es una funcion lineal de los
desplazamientos atémicos. Por otro lado, la segunda igualdad indica que se puede expresar la
fuerza en términos de la extensién de dos "resortes" que unen el atomo n a los atomos n+17y n-
1, con B la constante de fuerza restauradora.

De (33), y de acuerdo con la segunda ley de Newton, la ecuacién de movimiento para el

atomo n, se expresa
d*u
ot?

en total concordancia con (28).

m I =B(un+1 +u,_; —2un) (34)

Para cada atomo de la cadena, representado por el entero n, se tiene una ecuacion
como ésta. Es decir, en el espacio real, la ecuacion de movimiento de todos y cada uno de los
atomos adopta la forma de esta expresion.

Las ecuaciones (34) constituyen un conjunto discreto, pero muy numeroso (el nimero
de atomos interactivos de la cadena), de ecuaciones diferenciales acopladas (la aceleracion de
un atomo esta acoplada a los desplazamientos de los otros) lo que dificulta la resolucion. No
obstante, en el apartado anterior se ha explicado que el problema se reduce
considerablemente si se utiliza una solucién tipo modo normal, en forma de onda progresiva

periddica en el espacio y en el tiempo, con frecuencia o, y dependencia exponencial con el

numero de onda k que, de acuerdo con (30), se expresa por

u, (k) = A, expli(kna — o, t)] (35)

(Notese que en esta expresion ya esta reflejado el hecho de que, en la cadena, la onda sélo
esta definida en cada posicién atémica, x,o = na, y no en valores de x intermedios).
Se puede resolver la ecuacion de movimiento para cada onda. Diferenciando (35) dos

veces respecto al tiempo, para un valor dado de k, y substituyendo en (34) se obtiene,
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-ma; = ﬂ(e“‘a +e ™ —2) = Zﬂ(coska—l)

De donde, teniendo en cuenta que (7 - cos@) = 2sen’(&/2), se puede deducir la relacion de

dispersion

(36)

(Se ha tomado el valor absoluto porque la frecuencia debe ser positiva, con independencia del
valor de k, es decir, del sentido, derecha o izquierda, con que se propague la onda).

La relacion de dispersion es independiente de n, por o que en un modo todos los
atomos vibran con la misma frecuencia oy (aunque con distinta amplitud), y fodos
contribuyen a cada modo de vibracién definido por k.

En cuanto a la frecuencia de vibracion a, ya no es directamente proporcional a k, para
cualquier valor de k (como en el modelo continuo), sino que tiene una dependencia periddica,
en este caso particular, sinusoidal. Al no ser la dependencia lineal, se esta en un medio con
dispersion. Ademas, las frecuencias no adoptan cualquier valor porque, como se vera en un
préximo apartado, los valores de k son discretos.

La ecuacion para el desplazamiento correspondiente a cada k, conduce al mismo
tipo de relacion o-k, por lo que es evidente que se ha logrado una enorme reduccion en la
complejidad del problema. No obstante, la relacion de dispersion o-k se debe resolver
tantas veces como valores posibles de k existan, y mas adelante se vera que son N, tantos

como atomos tiene la cadena. Cada valor permitido de k, asociado a una frecuencia de

vibracion de los atomos o, definida por (36), representa un modo normal del sistema. Y

cada modo oscila independientemente de los demas modos.
En cuanto a la solucion para el desplazamiento real dependiente del tiempo del atomo
n-ésimo, cabe esperar que sea una superposicion lineal de las ondas permitidas en la cadena

(los modos normales), que se puede representar matematicamente por

i(kna—w,t) |

0 (=3 A, (37)
k

con la sumatoria extendida a todos los posibles k.
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En cada término de esta ecuacion aparece una de las frecuencias wx. EI movimiento
de los atomos es multiplemente periddico.

El modelo unidimensional que se acaba de analizar y que, a primera vista, puede
parecer de una simplicidad excesiva como para ser de aplicabilidad a un sélido real, permite
describir las vibraciones reticulares de los cristales cubicos en las direcciones mas sencillas,
como son la [100], [110] y [111], porque, cuando la onda se propaga en estas direcciones,
planos completos de atomos se mueven en fase, y el desplazamiento del plano r-ésimo de su
posicién de equilibrio se puede describir por una unica coordenada u,, lo que permite
transformar el problema en unidimensional.

La consideracion de interaccion Unicamente entre vecinos mas proximos esta justificada
en aquellos casos en que se puede describir el cristal en términos de atomos neutros
interaccionando mediante fuerzas de corto alcance. Ejemplos caracteristicos incluyen a los
cristales monoatémicos (un unico atomo asociado al nudo de la red de Bravais) como los

metales, y también en el caso de semiconductores homopolares elementales (tipo Si).

4.7.1 Analisis de la relacién de dispersion

La relacién de dispersion w-k (denominada también espectro de frecuencias) de la
ecuacion (36) se ha representado en la figura 5, en donde se ha asumido una distribucién
continua de valores®. Es interesante fijarse en la periodicidad que muestra, y en que la regién
entre dos maximos se corresponde con el intervalo Ak = 2/a. Este intervalo de espacio-k tiene
el tamano, y coincide, con la primera zona de Brillouin del cristal monoatémico unidimensional,

definida entre (—n/a < k < w/a).

Figura 5. Relacién de dispersiéon para una cadena monoatémica unidimensional.

5 . ~ . . . .
El espaciado entre dos valores de k es tan pequefio que se puede representar la relacion de dispersion mediante una curva
continua, aunque los valores permitidos forman un conjunto discreto.
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Algunos segmentos de la relacion de dispersion son particularmente interesantes, por lo que es

conveniente tratarlos con algo de detalle.

Limite de longitud de onda larga
De la relacion de dispersién, se puede observar que para valores de k muy pequenos,
mucho menores que T1/a, la relacidon entre o y k es practicamente lineal (es decir, casi no hay

dispersion), ya que sen(ka/2) ~ka/2 y, por tanto, se puede aproximar a

o=k, |2 (k << T7/a) (38)

m

En este limite de longitud de onda larga (mucho mayor que el doble de la distancia
interatdmica) la velocidad de fase es practicamente constante e igual a la velocidad de

propagacion de las ondas sonoras (Vs),
Vf:—:a —_— (393)
La velocidad de grupo, de (36), esta definida por
v, = ) ﬁ
dk m
y, en el limite k — 0, proporciona la velocidad del sonido

\ & a\/E =V, =V; (39.c)
k—0 m

El medio se comporta como si fuese un continuo elastico y homogéneo, y los conceptos de

cos %‘ (39.b)

ondas acusticas introducidos en el apartado 4.2 resultan adecuados. (No obstante, en un cristal
unidimensional s6lo hay una velocidad del sonido, ya que la direccion de propagacion y de
polarizacion es unica). Esta aproximacion de bajas frecuencias es aplicable hasta valores de

frecuencia del orden de 10" Hz.

Vibraciones con longitud de onda pequefia
Segun aumenta el valor de k, los efectos de la dispersion se hacen cada vez mas

notorios, y o deja de depender linealmente de k. De la relacion de dispersion se tiene

o |senka/2|
o_, B4

= 40.a
R “0.a)
y V= ;1—(1? =V, cos% (40.b)




siendo v; la velocidad maxima de propagacion.

Como se observa, a diferencia de la cuerda elastica, la velocidad de propagacién de la
onda a lo largo de una cadena discreta, depende de la longitud de onda.
Caso especial con A =2a

De la expresion anterior de vy se puede apreciar que, para A =2a,k - m/ay vy — 0,
es decir, la velocidad de transporte de energia de las vibraciones se anula. Esto significa que
los modos de vibracion con k = Tr/a caracterizan a una onda estacionaria. En este caso, los
atomos vecinos se desplazan en la misma cantidad pero en sentido opuesto, es

decir,u, =—u_, . (En un subapartado posterior se volvera sobre este punto).

Maxima frecuencia de propagacion
También es interesante notar que existe un limite a la frecuencia de propagacion de la
onda, que esta determinado por el espaciado de la red, y cuyo valor, que es facilmente

deducible de la relacién de dispersion, es

[4B  2v
Opmax = EB :TS (41)

Esta es la denominada frecuencia de corte de la red. Ondas de frecuencia superior no
se pueden transmitir. Este concepto de zona de frecuencias prohibidas es una propiedad

general, que se mantiene para el caso tridimensional.

4.8 Caracteristicas de las ondas reticulares

A diferencia del continuo elastico del apartado 4.2, que puede propagar cualquier onda
que satisfaga la relacion de dispersion, sin restricciones a su frecuencia, en el cristal
unidimensional aparecen limitaciones en los valores que puede adoptar el nUmero de onda y la

frecuencia, como se mostrara a continuacion.

4.8.1 Valores permitidos del numero de onda

En apartados anteriores, las vibraciones de los atomos de la cadena se han asemejado
a ondas de desplazamiento caracterizadas por el numero de onda k y la correspondiente
frecuencia w(k). Pero no se ha considerado qué valores puede adoptar k, puesto que no se ha
tenido en cuenta el tamafio de la cadena, ni se han aplicado condiciones de contorno cuando
se ha resuelto la ecuacibn de movimiento (pese a que, implicitamente, se estaba

presuponiendo condiciones de contorno ciclicas al buscar soluciones tipo onda progresiva).
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Se pueden considerar dos situaciones asociadas a la cadena lineal de N atomos. En la
primera los extremos de la cadena estan fijos. En la segunda, la cadena de atomos forma un
gran anillo de tal modo que el ultimo atomo coincide con el primero. Si se adopta esta segunda
posibilidad, que son las denominadas condiciones de contorno ciclicas, periédicas o de Born-
Karman, se tiene para los desplazamientos

Un+N = Un
porque el atomo n+N coincide con el atomo n.
Utilizando en esta igualdad soluciones del tipo de la expresion (35), tras operar, se llega
a que para satisfacer esta condicion de contorno se debe verificar,
exp(ikNa) = 1
es decir,
kNa = 21n con n entero.
De donde se deduce que k adopta los valores reales dados por,

2
k=2"n con n entero (42)

Na

4.8.2 Reduccién del dominio de k a la primera zona de Brillouin

Si a un valor cualquiera de k dado por la expresion (42) se le afnade una magnitud
multiplo de 2m/a —un vector de red reciproca—, la solucion (35) para el desplazamiento resulta
ser la misma que con el k original puesto que, simplemente, se introduce un factor €™ = 1
que liga las soluciones. Es decir, que en el espacio real el desplazamiento de los atomos de la
cadena es idéntico en ambos casos. [En la figura 6(a), (b) se ilustra cdmo ondas cuyos valores
de k difieren en un vector de red reciproca representan el mismo conjunto de desplazamientos

atomicos].

NA A AL
VIV VYV V.

b)
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Figura 6. (a) Desplazamientos atomicos para una onda de constante de propagacion k = rc/a. (b) ElI mismo

conjunto de desplazamientos atomicos se puede representar por ondas de diversas longitudes de onda. En
ambas figuras los desplazamientos atdmicos se han representado como transversales para mayor claridad, pero
no hay que olvidar que se esta tratando con modos longitudinales. (c) Diversos periodos de la relacion de
dispersioén, para la red monoatémica. Se puede observar que a una frecuencia dada se le pueden asociar
muchos valores de k.

De manera que toda la informacion util se encuentra en las ondas reticulares cuyo
numero de onda k, esta confinado a un intervalo de tamano 21/a, es decir, que los valores de k
se pueden limitar al rango,

—11/a <k < 11/a.

Este hecho lleva asociado el que los valores posibles de n en (42) sean +1, £2, +3, ..., £N/2. (El
valor n = 0 no se considera porque supone que todos los atomos estan en reposo). Es decir,
hay N posibles valores de k, tantos como nimero de 4tomos o celdas elementales® haya en la
cadena. A cada valor de k le corresponde una funcién propia del tipo (35) y, en consecuencia,
el niumero de funciones o soluciones linealmente independientes es N.

Por otro lado, en la zona (-1i/a < k < 11/a) sélo hay dos posibilidades para describir a un
mismo conjunto de desplazamientos atomicos, una onda que se propaga hacia la derecha con

ks 0 una que va hacia la izquierda con -k.

4.8.3 Ondas reticulares y zonas de Brillouin

Es interesante incidir sobre el significado fisico de las soluciones en funcion del valor del
vector de onda k.

Si se considera la onda de maxima frecuencia, la de valor k = 11/a, se observa que
corresponde a una onda estacionaria con la forma

U, = A.expli(kna- mxt)] = A.exp|[(-icxt)JcosnTT

Esta onda estacionaria se puede considerar el resultado de componer dos ondas progresivas
con la misma frecuencia, longitud y amplitud, que se propagan en sentidos opuestos. En una
onda reticular de este tipo, los atomos consecutivos oscilan con un defasaje de 180° entre si,
es decir, las fases de los atomos son opuestas segun que la posicion del atomo n-ésimo sea

par o impar. La onda con este valor de k se ve “sostenida” por la periodicidad del cristal.

Téngase en cuenta que en el caso en consideracion, asociado a cada nudo de red hay un Unico atomo, y que la celda
primitiva tiene una longitud a.
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Como ya se ha dicho, cualquier otro valor de k, en la region -ti/a < k < 11/a, dara lugar a
un movimiento vibratorio que comprende determinados posibles desplazamientos atémicos,
pero este mismo conjunto de desplazamientos atémicos instantaneos se puede también
asociar con otras ondas de k mas grande, fuera del rango en consideracion, estando las
diversas representaciones correspondientes a un mismo desplazamiento atémico y una misma
frecuencia, o, asociadas a intervalos diferentes de la grafica o versus k, [figura 6(c)].

No obstante, se sabe que las soluciones correspondientes a valores de k distintos a
los de la primera zona de Brillouin se pueden superponer a estos, mediante un simple
desplazamiento de los k en un valor, £+ m2tm/a. (Notese que la velocidad de grupo tampoco
se ve alterada por la sustraccion o adiccion a k de un mudltiplo de 2m/a). En consecuencia,
cualquier disposicion atdmica que se pueda expresar mediante una solucion sinusoidal de
cualquier longitud de onda se puede representar por, o reducirse a, una solucion sinusoidal
que pertenezca a la zona central, limitada por -mi/a < k < 11/a. Esta zona privilegiada, --de
tamafio 27/a, que es el tamafio del vector base de la red reciproca’ correspondiente a la red
real asociada a la cadena de atomos--, es la primera zona de Brillouin para la red periodica

unidimensional de espaciado a. Las otras regiones, para las que el caracter fisico de las

. . , . 2n :
soluciones es analogo al de la primera zona, salvando la traslacibn +m— sobre el eje k,
a

corresponden a la segunda, tercera, etc., zona de Brillouin®, respectivamente. Estas zonas
reveleran aun mas su importancia segun se vaya progresando en la teoria, por ejemplo,

cuando en un préoximo apartado se consideren las interacciones anarménicas.

Relacion con la difraccion

Es posible profundizar un poco mas en el significado fisico de las ondas con |k|=T/a
ayudandose de la ley de Bragg. Para un cristal unidimensional, con ondas propagandose en la
cadena, el angulo de Bragg vale 0° 6 90°. De manera que, en el caso que nos ocupa, la
expresion de la ley de Bragg, 2dsené = nA, queda reducida a,

2a = n(2m/k)
de donde
k = n(t/a)

Es decir, que las ondas progresivas con k = +11/a satisfaran las condiciones de una reflexion

de Bragg, lo que da lugar a una situacion de onda estacionaria. Por tanto, si se excita el

7 . r . .7 . . . . .,
Notese de qué manera tan sencilla el problema de la propagacion de las vibraciones reticulares ha conducido a la nocidén
de red reciproca, sin haber forzado su introduccion. Aqui se tiene un ejemplo mas de la utilidad del espacio reciproco.
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estado con k = T1/a, se obtiene también el correspondiente a k = —1/a. Un proceso de
interferencia de estas ondas, genera una onda estacionaria de velocidad de grupo nula, que
no transporta energia. Es en este sentido que la onda se ve “sostenida” por la periodicidad

de la red.

4.9 Densidad de modos en un cristal unidimensional
De la ecuacioén (42) que establece los valores permitidos de k, se tiene que la diferencia
entre dos valores adyacentes de k es,
Ak=An 2 = 2n
Na Na
puesto que An = 1. El valor de Ak depende del tamario de la muestra (L = Na). De manera que,
para cada muestra existe una distribucion uniforme de modos en el espacio de las k.

Pero en un cristal N es muy grande, y se puede suponer que los valores de k en el
espacio reciproco estan tan proximos que la distribucién es casi continua. En este caso, resulta
mas conveniente trabajar con una densidad de modos o de estados, g(k), definida de manera
que g(k)dk proporcione, el numero de estados con numero de onda entre k y k + dk, con
independencia de a qué valor de k se refiere el intervalo.

Puesto que una unidad elemental de espacio reciproco (en este caso unidimensional,
una unidad de longitud de espacio-k) lleva asociado

1/AKmin = Na/21r (43)

valores de k (es decir, una densidad p, ), el numero de modos por elemento dk de espacio-k

resulta
dn(k) = g(k)dk = (Na/2m)dk = (L/21)dk (44)

siendo L la longitud de la muestra.
El valor dn(k) depende del tamafo elegido para el intervalo, mientras que g(k) es una
propiedad caracteristica del sistema. En el caso unidimensional, al ser dk la unidad elemental

del espacio-k, g(k) coincide con p, . Esto no sucede en otras situaciones.

En lugar de trabajar con condiciones periddicas, como se ha estado haciendo en todo el

apartado 4.8, se podria haber escogido igualmente un modelo de cadena con los atomos

® La nocién de zonas de Brillouin y muchas de sus propiedades se ha introducido en el capitulo primero.
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extremos fijos. Ambas situaciones son equivalentes, conducen al mismo nimero de modos y a

los mismos resultados fisicos, como se indica en el ejercicio que sigue.

Densidad de modos de frecuencia

Resulta muy conveniente disponer también una funcion de distribucion de
frecuencias, g(w), o densidad de modos por unidad de rango de frecuencia, definida de
manera que g(w)dw proporcione el numero de modos con frecuencias permitidas en el
intervalo [®, ® + dw], con independencia de a qué valor de o se refiere el intervalo. Esto
conduce a la necesidad de especificar como se normaliza el calculo de g(w). Dependiendo

de los textos, y de las circunstancias, puede ser por mol, por celda primitiva, etc.

410 Vibraciones de un cristal unidimensional biatémico

En el apartado 4.7 se ha estudiado la dinamica reticular de un cristal monoatémico,
representado por una cadena cuyos atomos constituyentes son del mismo tipo y tienen el
mismo espaciado entre ellos. Pero es frecuente que un cristal real tenga dos (o mas) atomos
de especies quimicas diferentes en la celda primitiva, o dos atomos iguales pero con
separaciones distintas entre ellos, etc. La dinamica reticular de estas estructuras es diferente a
la de los cristales monoatomicos, es por eso que se estudiara ahora las vibraciones atomicas
de un cristal unidimensional con estas caracteristicas, que se puede modelizar mediante una
cadena lineal de atomos con celda primitiva biatdmica.

Una equivalencia real del modelo seria el estudio de la propagacion de una onda a lo
largo de ciertas direcciones sencillas de un cristal de estructura tipo CINa, como la [111], donde
cada atomo de una especie pertenece a un conjunto de planos paralelos e intercalados entre
si, planos que se pueden asemejar a los atomos de la cadena lineal biatébmica (en completa

analogia con lo explicado para la cadena monoatomica).

4.10.1 Modelo basico. Ecuaciones de movimiento. Relaciones de dispersion

En la aproximacion de vecinos mas proximos, hay varios modelos posibles de cadena
biatdmica. El mas sencillo es una cadena compuesta por atomos diferentes, de masa My m <
M, con fuerzas idénticas entre pares vecinos [figura 7(a)], es decir, los resortes imaginarios que
enlazan los atomos tendrian todos la misma rigidez.

Otro modelo seria el formado por atomos idénticos de masa m, unidos entre si por
muelles alternantes de distinta rigidez [figura 7(b)]. Los resultados que se obtienen en cada

caso (y en otros modelos posibles) son similares. Se estudiara con detalle el primer modelo.
26



Se supone que el espaciado entre atomos es a, por lo que ahora la longitud de la
celda unidad es 2a. Se considera la celda n-ésima y se denota por 2na la posicion de
equilibrio de los atomos mas ligeros, de masa m, y por (2n+1)a la de los atomos de masa M.

Los desplazamientos correspondientes seran u, ,u,,.,. De nuevo se supone que se verifica

la ley de Hooke.

|< 2a—————>l|
M B m
2n 2n+1 @
m B m &
2n 2n+1 )
l‘~——28 _DI

Figura 7. (a) Cadena unidimensional biatémica formada por atomos diferentes conectados por fuerzas
recuperadoras idénticas. (b) Cadena lineal biatémica formada por atomos idénticos conectados por fuerzas

recuperadoras diferentes.

Mediante un procedimiento analogo al del apartado 4.7 se determinan las ecuaciones del

movimiento de cada atomo, que resultan
2

d-u,,
dt?

F),=m = B(u2n+1 Uy _2u2n)

(46)
d%u
o~ 2n+l1 _
Epii=M T4l B(Upnig + Uy, —2Uy,,)
con 3 la constante de recuperacién, que se sabe relacionada con el médulo de elasticidad.

Se busca para cada atomo de la celda primitiva una solucion del tipo (35), es decir

u, = A.exp{i[2kna —o,t]} 47)
u,,,, = B.exp{ilka(2n+1)-w,t]}

donde, al tener los atomos masas distintas, se ha supuesto que las correspondientes
amplitudes de vibracion son diferentes, y que las frecuencias de vibracién no tienen por qué ser
las mismas.

Teniendo en cuenta que

u, , = Aexp{ilk(2n+2)a—-ot]} = u, exp(+i2ka)

u, , = B.exp{ilk(2n-1)a—w,t]} = u,,  exp(-i2ka)
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diferenciando dos veces (47) y sustituyendo las expresiones correspondientes en (46), tras

simplificar, se obtienen las siguientes relaciones,

s e o 20,

(48)
-Moju,,,, = B[(l +e )u2n = 2Uy,, }
La segunda ecuacién proporciona,
B(l + eZika)
u =—7Fu (49)
2n+1 2B _ M(D% 2n

Si se sustituye u, y u, ,, por sus expresiones (47), se llega a que la igualdad (49) se verifica

para todo t, solo sio, = ®,, es decir, si la frecuencia de vibracion de cada tipo de atomo es la

misma.

Introduciendo ®, =, =® en (48), expresando las exponenciales por su forma

trigonométrica y ordenando resulta

(2B —mw’)A—2Bcos(ka) B = 0
(50)
—2Bcos(ka)A + (2B—M*)B = 0
La solucibn a este sistema de ecuaciones homogéneas se obtiene haciendo nulo el

determinante asociado
2B - mw® -2Pcoska
2Bcoska 2B - Mw?

Resolviendo, y agrupando en potencias de o, se llega a

2
ot - 2B(m+M) it 4[32 sen“ka _

—=90
mM mM

Yy, puesto que los valores negativos de o carecen de sentido fisico, la solucion se expresa,

2
mz‘%[li\/l_%] (51)
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Los valores positivos de w® proporcionan, a diferencia con la red monoatémica, dos valores de
o para un mismo k. En consecuencia, la representacion de o en funciéon de k genera dos
ramas, (k) y o_(k), para la relacion de dispersion. Al igual que para la cadena monoatomica,
cada rama de la relacién de dispersion es periodica en k, con un periodo igual al vector de red
reciproca, que en este caso’, es 27/2a = z/a. A la rama w. se la denomina rama épticay ala o_

rama acustica.

4.10.2 Analisis de la relacion de dispersion

Existen puntos de interés particular en ambas ramas de la relacién de dispersion, como
son los proximos al centro de la zona de Brillouin (k ~ 0), y los cercanos a las fronteras de la
misma (k = £n/2a).
Para valores pequefios de k (ka << 11/2), se puede aproximar senka = ka y, tras hacer un
desarrollo binomial'® de la expresién entre paréntesis cuadrados de la ecuacion (51), las
soluciones se escriben:

-- para la rama 6ptica, despreciando los términos en k*a? y superiores,

o, (0) =./% (52)

-- para la rama acustica, manteniendo el término en k%a?, que es pequefio y tiende a
cero con Kk,
o_(0)=ka L (53)
2(m+M)
Se puede ver que la relacién obtenida para la rama acustica se asemeja a la de la red
monoatémica.
Por otro lado, para la rama 6ptica, la velocidad de grupo es nula y la velocidad de fase

infinita, cuando k — 0.

En el borde de la zona de Brillouin, el valor maximo k. = 11/2a, proporciona

0, = ﬁ (rama optica) (54)
m
o_= % (rama acustica) (55)

? El cristal bajo consideracion tiene una celda unidad de tamaio 2a.
1% En tanto que, (1 £x)"=1+nx—n(n-1)x2! * ...
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Las dos ramas se encuentran separadas por una regiéon de frecuencias prohibidas en la que no

\/2—7B<co<\/§ (56)
M m

Si se intenta excitar vibraciones en este rango de frecuencia, se ven amortiguadas por la propia

existen modos reticulares

red. (Nétese, sin embargo, que si en la cadena aparecen defectos, por ejemplo, algunos
atomos de masa M que ocuparan los sitios de los m, apareceran soluciones en la region

prohibida, son los denominados modos locales).

|
al o
N
o
o
a
N
®

Figura 8. Relacion de dispersion para una red unidimensional biatomica de atomos diferentes (noten que la
longitud de la celda unidad es 2a). En A los dos tipos de atomos oscilan en antifase. En B el atomo de masa m

es el que oscila y M esta en reposo. En C oscila el de masa M.

La representacion de las ramas de la curva de dispersion, para m < M, se muestra en la
figura 8. El tamafo del intervalo de frecuencias prohibidas depende de la relacion m/M, que
también determina la anchura de la rama 6ptica. Cuanto mas se asemejen las masas de los
atomos mas estrecha sera la banda de frecuencias prohibidas.

El significado fisico de cada rama se entiende mejor determinando el coeficiente entre

amplitudes. La ecuacion (49) se puede escribir

2ika
Upnel _ l+e

(57)

Tomando el limite para k — 0, y considerando las expresiones correspondientes a los

desplazamientos, se obtiene

hmm:E_L (58)

k=0 u,, A - 28 - Mo’
Para la rama acustica, la frecuencia tiende a cero, - — 0, cuando k — 0, con lo que B/A = 1.
En consecuencia, en un modo acustico de vibracién, los dos tipos de atomos se mueven en la
misma direccion y con igual amplitud, lo que equivale a suponer que las celdas unidad se

desplazan como un todo.
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Para la rama éptica, ® = w., sustituyendo en (57) el valor de w. de (52) tomando el
limite y operando resulta, B/ A =-m/ M, por lo que los desplazamientos de cada tipo de atomo
tienen sentidos opuestos y amplitudes inversamente proporcionales a las masas; en
consecuencia, el centro de masas de cada celda no se desplaza. En cuanto a la frecuencia del
modo, su valor depende de la masa reducida m* = mM/(M+m). El distinto comportamiento de

los modos 6pticos y acusticos se ilustra en la figura 9.

Desplazamiento

Modo éptico

Modo acustico

Nt

Figura 9. Los desplazamientos atomicos asociados a las vibraciones de una red biatomica: (a) de la rama
optica, (b) de la rama acustica. De nuevo, por claridad, se han representado los desplazamientos transversales

en lugar de los longitudinales.

En los cristales iénicos, donde los iones de la base cristalina tienen cargas opuestas,
los modos opticos se pueden excitar mediante un campo eléctrico, o mediante una onda
luminosa --porque el campo electromagnético hace que los iones se muevan en sentidos

opuestos-- de ahi, el nombre de rama 6ptica.

4.10.3 Valores permitidos del nimero de onda
Al igual que para la cadena lineal monoatdémica, cabe preguntarse sobre los valores
permitidos de k y los posibles modos de vibracion del sistema. De nuevo se supone una
cadena finita, con N celdas elementales y condiciones periddicas de Born-Karman, que ahora
se expresan
U2n +2N = U2n
U2n+1 + 2N = U2n+1 (59)
Utilizando una solucion tipo (47) y siguiendo un procedimiento analogo al empleado para la
red monoatdémica en el subapartado 4.8.1, se llega a la igualdad
A.expli(2n+2N)ka- wt] = A.exp[i(2nka) - o]
De donde se deduce que,
exp(i2Nka) =1,
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y, en consecuencia,

k =2mn/2aN con n entero. (60)

Si a k se le afade una magnitud multiplo de 211/2a no se alteran las exponenciales, por lo que
se puede limitar los valores de k al intervalo

-T1/2a < k < +11/2a
Como en el caso de la red monoatdmica, este intervalo coincide con la primera zona de
Brillouin, puesto que la celda primitiva de la red real bajo consideracion tiene de tamano 2a.

El numero de valores distintos permitidos de k en este intervalo se reduce a los
derivados de la ecuacion (60), con n = +1, £2, ..., +N/2, donde N es el numero de celdas
elementales (primitivas) que hay en la cadena. Por tanto, hay N valores posibles de k.

Como para cada k hay dos modos de vibracion (hay dos atomos por celda primitiva) el
numero total de modos es 2N, es decir, tantos como numero de atomos hay en la cadena.

También el nUmero de ecuaciones de movimiento es 2N.

4.10.4 Consideraciones sobre la cadena lineal biatbmica

Es natural preguntarse qué ocurre al modelo biatdbmico en consideracion cuando el
valor de M — m. En el caso m = M el vano existente entre la rama acustica y la rama 6ptica
desaparece y se recobra los resultados de la cadena monoatdmica del apartado 4.7, con la
zona de Birillouin definida entre J-ti/a , + 1i/a]. Es facil ver que la ecuacion (51) se transforma en
la relacion correspondiente a la cadena monoatdémica, y que la zona de Brillouin tiene de

tamarno 2n/a.

2B(Mm+M)

z%ﬁ‘%

[
|
:
I
[
I
|
|
|
]
ul
a

Figura 10. La relacion de dispersion de la figura 9, representada de manera diferente (en el denominado

esquema zonal extendido), con el fin de facilitar la comparacion con la correspondiente relacién de la red
monoatdémica de la figura 5.
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Para el caso en que m = M, la celda primitiva tiene una dimension 2a (el doble que en la
cadena monoatémica) pero la zona de Birillouin se define entre ]-11/2 , +11/2], es decir, tiene
dimension mitad. Sin embargo, ahora existen dos ramas en la zona de Brillouin. Se puede
representar (figura 10) la rama inferior entre 0 y T1/2a, y la superior entre 11/2a y T1/a, de esta
manera la comparacién entre el caso monoatémico y biatémico se facilita; cuando M — m, los
puntos C y B se aproximan y se tendria el caso monodimensional

Esta forma de representar o versus k, en la que para cada k sélo hay una frecuencia o
en el rango -Ti/a < k < 11/a, y escogida porque facilita la comparacién entre red monoatémica y
biatdbmica, parece sugerir, sin embargo, una cierta arbitrariedad en la forma de asignar valores
a k para el caso de una red biatémica. Para evitar ambigiiedades se suele asignar a cada
modo los valores de k mas pequefios posibles, lo que permite establecer la regla de que el
rango de valores de k varia en el intervalo 2m/(tamafio de la celda primitiva) con independencia
del numero de atomos que ésta lleve asociado. De esta forma se tendra para la red biatdmica

dos ramas de N modos cada una, definidas en el rango—n/2a <k <m/2a.

Comentarios sobre los modelos unidimensionales armoénicos

En los apartados anteriores solo se ha considerado ondas longitudinales en cristales
unidimensionales; pero en los cristales reales también se pueden excitar vibraciones
transversales, cuyos desplazamientos atdomicos ocurren en direccion normal a la de
propagacién. Cuando se estudian estos modos fransversales se encuentra que tienen
caracteristicas similares a los modos longitudinales. Obviamente las fuerzas que actuan en el
desplazamiento transversal son diferentes (de hecho son mas débiles) que las que existen en
el longitudinal, y dan lugar a una nueva rama de modos dispersivos con frecuencias inferiores a
las de la rama longitudinal. En general, cualquier desplazamiento arbitrario de los atomos excita
varios de estos modos distintos. Es decir, que en un cristal se pueden excitar de manera
simultanea vibraciones longitudinales y transversales. De hecho, se considera que se pueden
excitar dos oscilaciones transversales independientes ademas de la longitudinal, aunque la
mayoria de las veces lo que se excita son modos mixtos con componentes de ambos tipos.

Por otra parte, aunque la aproximacion arménica pueda parecer algo cruda, tiene la
ventaja de proporcionar un modelo matematico con soluciones exactas. Ademas de permitir la
introduccién de términos de mejora (por ejemplo, anarmonicos) sin que esto ocasione una gran

distorsion en los conceptos basicos del marco armonico.
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B. VIBRACIONES EN UN CRISTAL TRIDIMENSIONAL POLIATOMICO

El analisis de las vibraciones atémicas de un cristal con varios atomos por celda
primitiva es un problema laborioso --porque las ecuaciones de movimiento son dificiles de
resolver cuando hay mas de dos atomos en la celda, y por la dificultad de tratar los modos de
caracter mixto—y algo tedioso, en parte por la notacion que se precisa, por lo que no se
realizara en su totalidad''. En su lugar, partiendo de la expresion general del potencial de
interaccién para un cristal monoatémico (deducida en el apartado 4.4) y de los resultados
obtenidos para el caso unidimensional, se indicaran aqui las ecuaciones de movimiento
tridimensionales atomicas, sus soluciones y consecuencias. (Este procedimiento de inferencia
se empleara también, mas adelante, para pasar del tratamiento clasico al tratamiento cuantico).

El rasgo adicional mas importante que hay que considerar, tanto en el caso
tridimensional como en el bidimensional, frente a la situacion unidimensional, es la polarizacién
de las ondas reticulares, el hecho de que cada modo de vibracién sea una mezcla de diversos
movimientos, y de que modos diferentes correspondan a mezclas distintas de movimiento de

los mismos atomos.

411 Potencial armoénico

Se considera la situacién general de un cristal con N celdas elementales, cuya red
asociada tiene una base de r atomos; y la celda unidad /-ésima y el atomo s de dicha celda. Se
denota por ug al desplazamiento de este atomo de su posicion de equilibrio. El vector | = la; +
la; + I3a3 es un vector de red, que indica la posicion de la celda I-ésima y que va desde el punto
origen, arbitrariamente escogido en una celda cualquiera del cristal, hasta el punto origen de la
celda I-ésima. El vector rg, da la posicion del atomo s de la celda unidad I-ésima, con respecto
al punto origen de esta celda (figura 11). Es decir, que con respecto al origen del cristal, el
desplazamiento del &tomo s de la celda /, se expresa mediante el vector

I'| = I + rso+ US| .

"1 El lector interesado puede consultar los métodos formales de la dinamica reticular en, por ejemplo, los textos clasicos de

R. E. Peierls. Quantum Theory of Solids. Clarendon Press (1955), o de J. M. Ziman. Electrons and Phonons. Oxford
University Press (1972).
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La energia total del sistema de iones del cristal serd suma de las correspondientes

energia cinética y potencial. Si los iones tienen masa mg, y velocidad v, la energia cinética se
expresara

1 1 .
Ec:zamSV;:ZEmS |usl|2 (61)

s, 1 s, 1

con s recorriendo los atomos de la celda unidad, | recorriendo las N celdas del cristal.

celda 1-ésima
atomo s-ésimo

1=la, + L,a, + L;a;

vector desde un origen
arbitrariamente escogido hasta el
origen de la celda 1-ésima

r,, vector de posicion del atomo s de
la celda unidad con respecto al origen
de la celda.

u, vector desplazamiento del atomo s
en la celda 1 de su posicion de
equilibrio.

Rsl=l+rso
Rs=rso+usl

(0,0,0)

Figura 11. llustracion de la notacién utilizada.

En cuanto a la energia potencial se sabe que depende de las fuerzas interatémicas v,
por tanto, de la posicion de todos atomos ry, 1o, ..., ry, ... Como se ha explicado anteriormente,
las diversas contribuciones a la energia potencial se pueden englobar en un Unico término, una
funcién V(ugq) que representa la energia potencial del cristal en términos de los
desplazamientos reales de los iones y que, al ser los desplazamientos pequefios, se puede
desarrollar en serie de potencias alrededor del valor de equilibrio. [Noten que la posibilidad de
utilizar el potencial V(ug) para cualquier cristal es una consecuencia muy importante de la
aproximacién adiabatical.

Si a las componentes de ug se las denota por ug® con las letras griegas o, B,
representando las tres coordenadas cartesianas, X, y, z, se tiene la expresion para el potencial

[analoga a la ecuacién (19)],

2
V=Vy+ > u avq +12uglu§. ! —‘3 VB (62)
sla ausl 0 2 slou 8us 18us. I o

s1B
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y, por los mismos razonamientos aportados en el apartado 4.4, se limita el estudio al término

armonico. Asimismo, se mantiene la suposicion de que la interaccion es entre pares de atomos
(shy (sT).

412 Ecuacion de movimiento. Modos normales
La ecuacion de movimiento, para los iones del cristal, [que es una generalizacion de la
ecuacion (28)], se puede expresar por
2
myig(t)=-Y ‘z—vﬁ ub () (63)
s'I'B sifUs
Cada término de la sumatoria de la derecha representa la fuerza que actlda en la direccion o
sobre el atomo s de la celda / debido al desplazamiento ugy, €n la direccion B, del atomo s'de la
celda /',

Para las N celdas primitivas con r atomos cada una, se tiene un numero enorme, 3Nr,
de ecuaciones diferenciales acopladas para describir el movimiento de los atomos. Y, ademas,
se desconocen las fuerzas interatémicas.

Utilizando notacidn matricial, o tensores cartesianos de segundo orden de componentes

wp | OV

Ksls'l' = auot—ﬁ con A, B =X,y Z (64)
sI¥Hs'l!

0
teniendo en cuenta que, por la simetria de traslacion de la red, las fuerzas interatdomicas tienen
que ser independientes de cual sea la posicién absoluta de | y I', es decir, que sdlo son
funcién de las posiciones relativas, se tiene como propiedad de las componentes del tensor K

de las constantes de fuerza

o

sls'l' = 31%1' si Fys —Loe = Top — Loy
Ademas, las constantes de fuerza son simétricas,
gg'l' = KE‘?’SI
Y verifican la regla de la suma
D Kl =0 (65)

s'l’
Como en el caso unidimensional, en la aproximacidon armoénica es posible desacoplar las
ecuaciones (63) mediante un cambio de coordenadas que diagonalicen el tensor K.

Beneficiandose del resultado de esta transformacion, se buscan soluciones con la forma de
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onda plana de vector de onda k, referidas a las coordenadas de la celda, es decir, modos

normales del tipo

u, (k,v) = v, (k,v )e®" (66)
con w,, denotando la frecuencia del modo normal s-ésimo de vector de onda k, v indicando el
tipo de modo y la rama a que pertenece yv_, (k,v)denotando las componentes del vector de

polarizacion vg(k) que representa la amplitud y la direccidon de vibracion del atomo s-ésimo de la
celda [vector que cuando es paralelo (perpendicular) a k proporciona un modo longitudinal
(transversal)].

Al igual que en el caso unidimensional, se esta suponiendo que en cada celda, el atomo
s se mueve con la misma amplitud y direccién, y que unicamente es la fase la que varia de
celda en celda.

La sustitucion de las soluciones (66) en (63), junto con la consideracién de las
relaciones (65), permite llegar a la ecuacion auxiliar (ecuacién de movimiento), con r valores

para s,y a representando ahora a las tres componentes espaciales,

2 _ afp —ik(1-1")
msa)s Vsa — & Z I<sls'l'Vs'ﬂe (67)
s\1, 5

Se tiene asi un conjunto de 3r ecuaciones lineales homogéneas para los 3r desplazamientos
de los r atomos de la celda primitiva. Estas nuevas ecuaciones son mas manejables y lo mas
importante, su numero esta limitado a 3r ecuaciones para cada valor de k, frente a las 3rN
ecuaciones de la expresion (63).

Las soluciones no nulas de este sistema de 3r ecuaciones lineales y homogéneas, que
proporcionan las frecuencias de los modos, se obtienen encontrando las raices de la ecuacion

de grado 3r en w’ que resulta de anular el determinante asociado

D1y () —m, %65, = 0 (68)

donde

Dsas'ﬁ (k) = Z Kaﬂ eiik(lil')

sls'l'

son los elementos de la matriz dindmica del cristal, D(k), de dimensiones 3rx3r, del espacio
reciproco. La matriz dinamica engloba las constantes de fuerza para la interaccion a pares
entre el conjunto de atomos de referencia y todos sus vecinos, asi como el factor de fase para
el movimiento atémico.

Se tiene, por tanto, 3r valores diferentes de o positiva (3r modos normales) para cada

valor de k. Como consecuencia, al variar k en la primera zona de Brillouin se obtendran 3r
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ramas para la curva de dispersion. En general, habra r modos longitudinales y 2r transversales.
Pero dependiendo de la red cristalina y del valor de k, estos modos pueden estar, o no,
degenerados.

Los modos normales son linealmente independientes, en tanto que los movimientos
asociados a una onda reticular no generan ningun movimiento en ninguna otra onda. Pero,
aunque las frecuencias son reales, los movimientos atémicos son complejos, expresando asi
las fases relativas de los movimientos de cada atomo.

Conviene sefalar que determinar los modos normales y las frecuencias wg para un
solido real es un trabajo muy complejo porque las componentes del tensor de fuerzas son
dificiles de evaluar cuando se utilizan expresiones realistas para los potenciales. Existen
diversos modelos tedricos, pero el problema no esta totalmente resuelto. A modo de ejemplo,
s6lo en el caso de los gases nobles y de algunos metales sencillos, el potencial interatdmico se
puede expresar razonablemente bien en términos de interacciones entre pares de iones

(aproximacion de fuerzas centrales a dos cuerpos)].

Conclusiones

Los modos normales de vibracion de un cristal tridimensional, con N celdas primitivas
con una base de r atomos, se pueden expresar como ondas progresivas de la forma (66) con k
un vector perteneciente a la primera zona de Brillouin. Para cada k existen 3r modos diferentes,
correspondientes a las diversas soluciones de (67), cada uno con una frecuencia propia, oy,
conp=1,2,..., 3r. De esta manera las 3r ecuaciones para cada valor de k proporcionan las 3rN
soluciones independientes. (En la practica, solo se esta interesado en un numero finito de
soluciones, y las demas se determinan por interpolacion).

El numero de ramas de la relacion de dispersion de un cristal de N celdas primitivas y r
atomos por celda, es 3r, cada una con N valores de k diferentes, es decir, cada rama tiene N
modos normales. Tres de estas ramas son acusticas [w(k) — 0 cuando k — 0] y las restantes
3(r-1) son opticas [w(k) — cte cuando k — 0]. Los modos correspondientes a cada una de las
ramas, sean acusticas u opticas, pueden ser transversales o longitudinales. Normalmente para
cada "triplete" de ramas se considera que una esta constituida por modos longitudinales y las
otras dos por transversales. Sin embargo, esto sélo es cierto para determinadas direcciones de

simetria del cristal. Para una direccion arbitraria las ondas son de caracter mixto.

En cuanto a la solucién para el desplazamiento real del atomo u(t), serd una

superposicion lineal de todos los modos normales, tipo (66).
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En el caso particular en que r = 1 (cristal monoatémico) existen tres ramas para la
relacion de dispersion, siendo las tres acusticas; una rama corresponde a modos longitudinales
y las otras dos a modos transversales. Noten que, aunque la relacion de dispersién de un
cristal monoatomico tiene tres ramas acusticas, las frecuencias no son necesariamente
siempre distintas. Por ejemplo, en las estructuras cubicas, que tienen simetria elevada, las dos
ramas transversales estan degeneradas a lo largo de las direcciones [001] y [111].

Algo analogo sucede en los cristales con la estructura del diamante aunque, en estos
cristales, como la celda primitiva lleva asociada dos atomos, ademas de las tres ramas
acusticas existen tres ramas Opticas, con frecuencias superiores, que también estan
degeneradas en determinadas direcciones. Curvas de dispersion tipicas, para el casor = 2, se

muestran en la figura 12.

ILa

TA

-

Figura 12. Curvas de dispersion caracteristicas de una red tridimensional con una base biatémica, a lo largo de
una direccién genérica en el espacio-k. Las tres ramas inferiores corresponden a modos acusticos y son lineales
para valores pequefios de k.

Es una practica bastante comun definir un vector de onda normalizado por el primer
vector de red reciproca en la direccion del vector de onda. Esto proporciona lo que se conoce

como vector de onda reducido. En el caso monoatdmico unidimensional, el valor del vector de
onda reducido en la frontera de la zona de Brillouin es de 1/2 (resultado de dividir a*/ 2 por el

vector de red reciproca a'). De acuerdo con esto, también se acostumbra a mostrar las curvas
de dispersion en funcién de los vectores de onda reducidos. (El valor del vector de onda
reducido en la frontera de la zona de Brillouin, depende de la estructura del cristal y de la

direccioén k considerada pudiendo alcanzar un valor unidad).
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Figura 13. La relacién de dispersion fondnica del cobre.

También es muy frecuente, cuando se trata con curvas de dispersion, utilizar la notacion
de letras para identificar puntos especificos y direcciones con simetria elevada de la
correspondiente zona de Birillouin (ver capitulo uno). Un ejemplo de relaciones de dispersion
fononicas, en funciéon del vector de onda reducido y en la que también se ha empleado la

notacion de letras, y que corresponden al cobre se muestra en la figura 13.

413 La densidad de modos del cristal

Son muchas las situaciones en que se necesita calcular magnitudes fisicas que se
deben promediar con respecto a la frecuencia, o a la energia, de todos los estados permitidos
en el cristal. A este fin, conocer la densidad de estados por intervalo de la frecuencia es de gran

ayuda. En este apartado se procedera a determinar la expresion general para la densidad de

estados de frecuencia.

4.13.1 Contando estados en un cristal tridimensional

En el subapartado 4.8.1, al analizar el caso unidimensional, se encontrd que solo
determinados valores de k se corresponden con las funciones de onda que son soluciones
adecuadas al problema de las vibraciones reticulares. Sucede igual en el caso tridimensional,
en donde se tiene una ecuaciéon como la (42) para cada componente de k.

Con un razonamiento analogo al caso unidimensional, y con condiciones de contorno
periddicas, se puede asignar a cada punto del espacio reciproco (que representa un k
permitido) un volumen que, para un cristal (monoatémico) en forma de cubo de lado L, es

V. =(2z/L)’y, en el caso méas general
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Nk, =(27) V. (69)

Estos estados estan distribuidos de manera uniforme en el espacio reciproco, con una

cierta densidad que se puede determinar, simplemente, considerando que el numero de
valores permitidos de k, que se encuentran en una region del espacio-k tridimensional de

volumen Q2 muy grande comparado con el volumen que ocupa un estado, viene dado por

Q Qv
2n)y 87’
\Y%

Esta densidad de puntos es para cada rama del espectro de vibracién y es la misma para todas
las redes de Bravais.
De acuerdo con esto, el numero de valores de k en una unidad de volumen del espacio-
k viene dado por,
1 N;N,N;abc V
Nk 8P 8n

(70)
siendo V el volumen de la muestra.

V3 dk estados.
8

Para una rama dada, el volumen elemental dk contendra

Ejercicio.
Determinacion del volumen de espacio-k asociado a cada k permitido en un cristal monoatémico
Se supone un cristal, en forma de paralelepipedo, con un tamaro dado por Nsa, Nob, Nzc, siendo
a, b, ¢, los vectores base de la celda primitiva del espacio real, celda que lleva un atomo asociado. Los
valores de k se distribuiran de manera uniforme a lo largo de la celda de Wigner-Seitz del espacio
reciproco. La aplicacion de las condiciones de contorno periddicas a las soluciones para los
desplazamientos [ecuaciones (66)] proporcionan, para las componentes de k, los valores
2n 2n 2n
=—n

k,=—n k,=—n,,

k, = , , z
* Na © ¥ Nya ” N;a

De manera que cada k esta confinado a un volumen de espacio reciproco

__ e ()
™ N;N,Njabc V

con V el volumen real del cristal, en total acuerdo con (69).

Si el cristal tiene forma de cubo de lado L, entonces, V =1, y

o)
Vk :(Tj -
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4.13.2 Expresion general de la densidad de modos de frecuencia
En el apartado 4.9 se introdujo la densidad de estados, g(k), definida de manera que
g(k)dk proporciona el numero de estados que se encuentran en el intervalo (k, k + dk).

Puesto que un pequefio elemento de volumen del espacio-k, d’k, de area dS, centrado
, A% L,
en el punto k, contiene, para una rama dada, 8_3dk estados, entonces g(k)dk coincidira con
V4

este valor. Es decir,

g(k)d*k= (v/8°)dk (71)
Pero cada punto permitido del espacio de las k se corresponde, a través de la relacion de
dispersion, con una frecuencia dada de vibracién. Si se unen los puntos de igual frecuencia se
obtiene en el espacio-k un contorno de frecuencia constante que, en el caso tridimensional, da
lugar a una superficie. Las relaciones de dispersion fondnicas, deducidas en los apartados
anteriores, tienen la caracteristica de no mostrar dispersion para valores pequefios de k (y de
), con lo que la velocidad de propagacion para cualquier rama es isotropa y la superficie de
frecuencia constante tiene forma esférica. Sin embargo, a frecuencias mayores, la anisotropia
de dispersion da lugar a distorsiones cada vez mas grandes de esta forma esférica y hace que
la normal a estas superficies, n, no coincida con la direccion del vector k.

La figura 14 representa una pequena porcién --muy ampliada-- de dos superficies
adyacentes de frecuencia constante o y o + do respectivamente.

La densidad de estados por unidad de frecuencia, g(w), se define de manera que
g(w)dw proporcione el nimero de modos normales en el intervalo unitario de frecuencias, [o,
w+do].

Asi que, teniendo en cuenta (71), en el volumen existente entre las superficies oy o +

do, se tendra un niumero de estados por rama dado por
g(w)do= | l3d3k (72)
8

con la integral extendida al volumen de espacio-k limitado por las superficies de frecuencia o y
ot+do.

Es evidente que, en general, g(w) debe diferir notoriamente de g(k), en tanto que la
relacién o ~ k no suele ser sencilla.

Pero el elemento de volumen de la figura 14 se puede expresar como producto del
elemento de superficie de frecuencia constante por el espesor, que en este caso es la longitud
perpendicular a la superficie o (k) = constante, es decir

42



d*k = dS n.dk (73)

Figura 14. Superficies de frecuencia constante en el espacio-k.

Por ofro lado, la variacién de las frecuencias, en la direccion normal a la superficie o =
constante, viene dada por el gradiente de o respecto a k
do = Vi ® dk

Pero, al ser superficies de frecuencia constante, la componente tangencial de Vi es nula 'y

so6lo la componente normal tiene un valor finito, de manera que

do = Vi o n.dk (74)
de donde
ndk = 3 (75)
Vol

Con estas consideraciones, (72) se puede expresar como

A\ do
g(0)do = desm

\Y dS
con lo que 0)=—+|—— (76)
8(e) 8’ SJ. ka|

con la integral sobre la superficie del espacio reciproco de frecuencia @ constante.
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Esta es la expresion general para la funcién de distribucién de frecuencias o densidad
de modos de frecuencia, g(w), y se recurrira a ella en repetidas ocasiones. La expresion es
para cada rama de la relacion de dispersion, de manera que la densidad total de modos se
encuentra sumando para todas las ramas.

El concepto de densidad de estados aparecera nuevamente al tratar, en capitulos
posteriores, el sistema de electrones en el cristal aunque, en este caso, se prefiera utilizar la
densidad de estados por intervalo de energia.

En el problema de la dinamica reticular, determinar g(w) a partir de la expresion general
(76) requiere el conocimiento detallado de los contornos de frecuencia constante que se
derivan de las relaciones de dispersion. Estos han sido medidos (y en algunos casos
calculados'?, como en los modelos simplificados de este capitulo) para muchos elementos.

En la figura 15 se muestra el espectro de vibraciones reticulares del aluminio. Se puede
observar que los modos transversales tienen frecuencias menores que los modos
longitudinales, y éstos aparecen como una estrecha banda justo por debajo de la frecuencia de

corte.

() (103 rad™" - §)

04F

0.2}

L 1

2 4 6 m(1013 rad - 5_1)

Figura 15. El espectro de las vibraciones reticulares del aluminio.

La densidad de modos es muy elevada en las zonas donde la curva de dispersion tiene
tangente horizontal. En estos puntos, la velocidad de grupo tiende a cero y g(w) — o, dando
lugar a picos caracteristicos en el espectro. Los valores de o para los que la densidad de
modos experimenta un cambio abrupto de pendiente, se denominan puntos criticos del espacio
de las k, y las singularidades en la densidad de estados son conocidas como singularidades de
van t'Hove. En un punto critico, k = k., la curvatura de la curva de dispersion se anula, oo /ok =

0, de manera que en las proximidades de k. se puede hacer la aproximacion

12 En general, la determinacién de las relaciones de dispersion se limita a las direcciones de simetria elevada de la red. Los
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3
o (k)= o (k) a;(kiky)?

i=1
donde k; representan las componentes de k. El punto critico sera un maximo si todos los a;
son negativos, sera un minimo si todos los a; son positivos y sera un punto silla si uno o dos
de los a; son negativos. Estas singularidades aparecen tanto en la teoria de las vibraciones
de red como en el tratamiento de los electrones del sélido, pero su analisis es complejo y no

se continua aqui.

VIBRACIONES ATOMICAS. TRATAMIENTO CUANTICO

Hasta ahora, el tratamiento de las vibraciones atdmicas se ha realizado en el marco de
la mecanica clasica y, aunque fructifero —ha permitido determinar la distribucién de frecuencias
de vibracion en el cristal, los valores permitidos de k, etc.-- en ciertos aspectos resulta limitado.
En esta seccidon se indicara el procedimiento para realizar el tratamiento con el formalismo
mecanocuantico, y las consecuencias principales que se derivan del mismo.

El punto de partida es el hecho de que el hamiltoniano arménico clasico se puede
descomponer en suma de hamiltonianos de osciladores arménicos independientes. De esta
manera, resulta muy sencillo tratar a cada oscilador en el marco y con los conceptos de la
mecanica cuantica. Basta con proceder a la sustitucion de los desplazamientos y momentos
clasicos, que aparecen en la expresion de la energia total del sistema de atomos en vibracion,
por los correspondientes operadores cuanticos.

Una vez mas, en aras de la sencillez, se considera el caso unidimensional, para

extender posteriormente los resultados encontrados a la situacion tridimensiona.

414 El hamiltoniano cuantico del cristal arménico unidimensional

Como se ha visto en el tratamiento clasico, el problema de las vibraciones atémicas de
un cristal es equivalente al de un conjunto de osciladores acoplados (problema de N cuerpos).
Pero el sistema puede hacerse equivalente a un conjunto de osciladores armonicos
independientes (es decir, reducirse a N problemas de un cuerpo) mediante la eleccion de las
coordenadas adecuadas. En esto se sustenta la utilizacion de las soluciones en términos de

modos normales, que para el cristal monoatémico unidimensional son del tipo (35),

demas valores se calculan por interpolacion.
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u, (k) =A,.exp[i(kx,, —ot)]= A, exp[i(kna — ot)]

4.14.1 El hamiltoniano clasico en coordenadas normales

Desde el aspecto formal, desacoplar los osciladores implica una transformacion de los

desplazamientos de los atomos individuales, u,(t), y momentos, p, =m.u,, a coordenadas

normales, qi, y los correspondientes momentos conjugados, £, =m.q, que caracterizan los

movimientos colectivos de los atomos, correspondientes a determinados valores de k.
Las coordenadas normales ¢k y los momentos conjugados Py se definen mediante una

combinacion lineal de los desplazamientos u, y momentos p,, respectivamente,

q = % > u,e (77.3)
P, = %aneikna (77.b)

con N el numero de atomos de la cadena y 1/ v N un factor de normalizacion.

La transformada inversa de Fourier proporciona para los desplazamientos,

ikna (783)

Y, para los momentos

1 —ikna
P, :Zﬁpke : (78.b)

Esta transformacion permite reformular el hamiltoniano clasico y expresarlo de forma sencilla
como suma de los hamiltonianos de N osciladores armonicos independientes.

Asi, el hamiltoniano del cristal arménico unidimensional que, de acuerdo con (22), se

expresa en funcion de los desplazamientos de los atomos individuales u, y sus derivadas u_,

1 &,
por H =—mZuﬁ +—ZZKnpunup,
2 n=0 2 n p
en funcién de las coordenadas normales qx y momentos conjugados Py, se escribe
1 PP
H= —Z( ek +mwﬁqkq-k] =2 H, (79)
2970 m k

13 L. . , . . . r
El procedimiento para desacoplar los osciladores es un problema clésico, cuyos detalles y justificacion se encuentran en los

textos de mecanica teodrica. Un texto clasico es H. Goldstein, Classical Mechanics. Ed. Addison-Wesley (1950).
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Expresién que representa la suma de los hamiltonianos de N osciladores armonicos
independientes, sin interaccion entre si, caracterizados por el numero de onda k (nimero que
toma N valores discretos en el intervalo fundamental -n/a < k < n/a), teniendo el oscilador g (el

modo normal k) una frecuencia angular®, . La expresion (79) del hamiltoniano esta en claro

contraste con la anterior, en donde los osciladores armoénicos estan acoplados en el espacio

real.

4.14.2 Expresion mecanocuantica
La extension de la teoria clasica armoénica a la teoria cuantica es bastante directa
puesto que se puede transformar el hamiltoniano armaonico clasico en el hamiltoniano cuantico

sin mas que sustituir las variables dinamicas (coordenadas normales y momentos conjugados)

A AN

por los correspondientes operadores, ¢, y P, =-iAV .

Asi, la ecuacion (79) permite escribir el hamiltoniano cuantico del sistema de N atomos como

lﬁ P mw’ ~
HZZ H,= Z E—kmk + 5 Lqeqp |= zEk (80)
X R X

con el signo “+” denotando el operador adjunto hermitico, y la sumatoria extendida a los N
valores de k.

Cada término de esta suma representa un oscilador arménico cuantico de frecuencia
o(k), la misma de cada modo en el tratamiento clasico. En cuanto a la funcién propia del
sistema, se expresa como producto de las funciones propias de los osciladores individuales.

En mecanica cuantica los autovalores de la energia del oscilador armonico de numero
(vector) de onda k, que vibra con frecuencia wy, estan cuantizados en la forma

E, =ho, (n, +1/2) conng= 0,1,2, ... (81)

Estos Ex se corresponden con los valores de energia del modo normal de frecuencia wy del
cristal unidimensional, siendo n, el numero de excitacion del modo normal, también
denominado numero de ocupacion fondnica.

De manera que los valores de energia de cada modo de vibracion de frecuencia oy se
ven restringidos a los de la ecuacién (81). Consecuencia inmediata de la utilizacion del
formalismo cuantico es que la energia de cada modo normal de vibracién de un cristal esta

cuantizada.
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El término Y2 de la ecuacién (81) representa la energia del punto cero; su presencia es
justificable si se tiene en cuenta que, incluso en el estado de energia menor, los atomos no
pueden estar exactamente en su posicion de equilibrio puesto que una localizacion exacta
requeriria una gran incertidumbre en sus velocidades y, por tanto, una gran energia cinética.

La energia de las vibraciones del cristal arménico unidimensional con N atomos o iones,
se obtiene considerando los N osciladores cuanticos independientes cuyas frecuencias se
corresponden con la de los N modos normales de vibracién, junto con el numero de excitacion

de cada uno de los N modos normales.

Es facil extender, por inferencia, este resultado al caso general de un cristal

tridimensional con base. La ecuacion (81) se expresara ahora
siendo n, = 1, 2, ..., el numero de excitacion del modo k-ésimo de la rama p-ésima.

Y la energia correspondiente al sistema de osciladores armonicos del cristal resulta

1
E = Z(nkp +§jha)kp (83)
k.p

donde la sumatoria se extiende a los 3Nr osciladores cuanticos que representan los 3Nr

modos normales del cristal.

415 Elfonén como excitacion en un cristal

En el apartado anterior se ha introducido el parametro ny, como el numero de
excitacion del modo normal k en la rama p. Esta terminologia resulta un poco complicada
cuando se describen procesos de intercambio de energia entre modos normales, o entre
modos Y electrones, 0 neutrones, etc. Esta es una de las razones por la que es casi una norma
reemplazar este lenguaje de modos por una descripcidn equivalente de tipo particula.

Si se recuerda la dualidad onda-corpusculo de de Broglie, a una onda caracterizada por
(o, k) se le asocia una particula de energia 7® e impulso 7k . De manera similar, las energias
permitidas de un modo normal de radiacion electromagnética en una cavidad, dadas por

(n+1/2)hw, se nombran como n fotones de energia 7o .

Ahora, los modos normales de vibracion, que son soluciones de las ecuaciones de

movimiento de los atomos en forma de ondas planas, tienen sus energias cuantizadas de

acuerdo con (82). Parece entonces obvio asociar el cuanto de energia hey,a una excitacion

elemental denominada fonén. Asi, un fonén es un cuanto de energia vibracional del cristal.
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Cada frecuencia fonodnica corresponde a uno de los valores permitidos de k, estando estos
valores de k restringidos a la primera zona de Brillouin.

Sin embargo, como el concepto de fondn surge del movimiento relativo de los atomos, y
no del movimiento del centro de masas, el fondn no tiene momento verdadero, de manera que
7k es un cuasi-momento, y el fonén es una cuasi-particula. Ademas, el momento del fonén no
puede aumentar de modo indefinido. Cuando aumenta en %G, siendo G un vector de la red
reciproca asociada al cristal, el modo normal se comporta como si experimentase una reflexion
de Bragg por los planos atémicos, y el momento #G se transfiere a la red.

Con la nueva descripcion en términos de cuasiparticulas, la existencia del modo normal
de vibracion de la rama p con vector de onda k se considera como la presencia en el cristal de
un modo ocupado por, o excitado a, ny, cuantos de energia o fonones de tipo p y vector de

onda k, siendo 7w, la energia de cada cuanto o fondn, yn, el nimero de ocupacién fondnica.

Considerando los resultados encontrados se puede concluir que, en la aproximacion
armoénica y como resultado de la cuantizacion de la energia de los modos normales, las

vibraciones del conjunto de atomos del cristal se pueden asemejar a un gas de fonones no

interaccionantes, con energias 7o, .

El numero total de fonones en el cristal no se conserva y, al aumentar la temperatura.

los modos de menor longitud de onda son los que se excitan en mayor medida.

Estadistica de fonones
Cabe ahora preguntarse cuantos fonones hay en cada modo de vibracion. Es facil
comprobar que los fonones son bosones y que el numero medio de fonones en el modo k-

ésimo, en equilibrio térmico a una temperatura T, viene dado por la funcién de distribucion de

. . 1
Bose-Einstein, <ny >= m (84)
De manera que, a bajas temperaturas, 7o, >>kgT,
<n>=exp(—ho, [k,T) (85)

lo que proporciona una pequefia probabilidad de que existan fonones en el cristal. En el cero

absoluto no hay fonones presentes en el cristal.
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Figura 16. NUmero medio de fonones por modo, <n>, en funcioén de x = hm/kBT
A temperaturas elevadas, 7o, <<k,T,
<n>~k,T/ha, (86)
y el nUmero de fonones aumenta de forma lineal con la temperatura.

En la figura 16 se ha representado el nimero medio de fonones asociado a un modo

normal en funcién de 7o, /kBT. Se observa que, a una temperatura dada T, sélo los modos

para los que se cumple iim, <kgT, tienen un numero apreciable de fonones.

Es evidente que el numero de fonones de cada modo puede ser cualquiera, y que el
numero total de fonones del cristal depende de la temperatura. Es decir, que el nimero total de

fonones en el cristal no se conserva.

NOTA.
Los apartados y subapartados que se indican mas abajo, y que en el texto aparecen
enmarcados, no son materia de examen.

B apartado 4.11,

B apartado 4.12 exceptuando las CONCLUSIONES, que son materia de examen

B subapartado 4.14.1

50



